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Teorema del residuo
Sean P(x) e R[x]ya,b € Rcon a # 0. En la division algebraica

P(x) =+ (ax + b)
El residuo de dicha divisidon esta expresado por:

R(x)=P (— é)
a

l_'_l
Constante

Nota. El residuo R(x) es un polinomio constante.
Demostracion:

1. Del Algoritmo de la Division tenemos P(x) = Q(x)(ax + b) + R(x),
luego sustituir x por -2

2. Obteniendo P (~2) =@ (-2)(a-(-2) +b)+R()

\ J
1

0

3. Porlotanto R(x) = P (— 9)

a
2

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios




Regla practica para calcular el residuo:

Sean P(x) € R[x] ya,b e Rcona # 0. En la division algebraica

P(x) + (ax + b)

1. lgualamos a cero el divisor:
ax+b=0

2. Despejamos x:

=
a

3. Sustituimos x por —g en P(x):

R(x)=P (— é)
a
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Ejercicio. Determine el residuo de la siguiente division algebraica:

(8x*0% + x397 + 6x% + 5x +2) +~ (2x + 1)

Solucién: Pe)

1. Igualamos a cero el divisor:

2x+1=0
2. Despejamos x:
1
=
TR B 1 .
3. Sustituir x = — > en P(x) para obetener el residuo:

()= oo e
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Teorema del residuo
Sean P(x) € R[x]ya,b € Rcona # 0,n € Z*. En la division algebraica

P(x) +~ (ax™ + b)
El residuo de dicha divisidon esta expresado por:

RG) =P (x=-7)
a

Nota. GR(R(x)) < n.
Demostracion:

1. Del Algoritmo de la Division P(x) = Q(x)(ax™ + b) + R(x)

2. Sustituimos x™ = —% en la igualdad anterior, note que en R(x) no

aparece el téermino x™
P =-2)= (- (a2 +b) + 70

a
| J

3.Luego R(x) = P (x" = —2) 0

a
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Regla practica para calcular el residuo:

Sean P(x) € R[x]ya,b € Rcona # 0,n € Z*. En la division algebraica
P(x) + (ax™ + b)

1. Igualamos a cero el divisor:
ax"+b=0

2. Despejamos x™:

3. Sustituimos x™ por — g en P(x):

= =-")
a

Sustituimos tantas veces como sea necesario hasta que GR(R(x)) < n.
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Ejercicio. Determine el residuo de la siguiente division algebraica:

(2x°> +4x* +5x3 +x2+ 1)+~ (2x* - 5)

l J
1

P(x)

Solucion:

1. Igualamos a cero el divisor:
2x*—5=0

2. Despejamos x*:
5

2
T 5
3. Sustituimos x* por ~en P(x):
P(x) =2x -x* +4x* +5x3 +x? + 1

xt =

5
R(x)=P<x4=§>=5x3+x2+5x+11

donde GR(R(x)) < 4 cumple.

7/
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Ejercicio. Determine el residuo de la siguiente division algebraica:

(—12x* 4+ 15x3 — 7x2 + 10x + 11) =+ (x? + 10)

l J
1

P(x)

Solucion:

1. Igualamos a cero el divisor:
x> +10=0
2. Despejamos x?:
x? =-10

3. Sustituimos x? por —10 en P(x):

P(x) = —12(x2)" + 15x% - x — 722 + 10x + 11
R(x) = P(x* = —10) = —140x — 1119

donde GR(R(x)) < 2 cumple.
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Definicion.
Sean D(x),d(x) € R[x]. Decimos que el polinomio D(x) es divisible por
d(x) #+ 0, si existe un polinomio Q(x) € R[x] tal que:

D(x) = Q(x) - d(x)
Decimos también que el polinomio d(x) es un factor de D(x).

Ejemplo.
Si P(x) = x3 — 8, notamos que

P(x)=x3—-23=(x—-2) (x?+ 2x + 4)

Entonces (x* + 2x + 4) es un factor de P(x), similarmente (x — 2) es
también un factor de P(x).
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Propiedad.
Sean D(x),d(x) € R|x] con d(x) un polinomio no nulo. Entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. D(x) es divisible por d(x).
2.La division D(x) + d(x) es exacta, es decir, el residuo es nulo.

3.d(x) es un factor de D(x).

4.d(x) es un divisor de D(x).
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Definicidn.
Sean P(x) € R[x] un polinomio no idénticamente nulo y a € R. Decimos
que a es una raiz real del polinomio P(x) si la evaluacion:

P(a) =0

Ejemplo:

Si P(x) = x3 — x — 6, notamos que
P(2)=0

Entonces 2 es una raiz de P(x).
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Teorema del Factor

Sea P(x) € R[x] un polinomio de gradon > 1y a € R. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

a) Siaesunaraizde P(x), entonces P(x) es divisible por (x — a).

P(a) =0 (x — a) es un factor de P(x)

b) Si P(x) es divisible por (x — a), entonces a es una raiz de P(x).

(x — a) es un factor de P(x) P(a)=0
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Ejemplo

Dado el polinomio P(x)e R[x]:
P(x)=x3—6x*>+11x—6

Notamos que 1 esunaraizde P(x): P(1) =0

l_'_l
Suma de coeficientes

Entonces por el Teorema del Factor (x — 1) es un factor de P(x), es
decir, P(x) es de la forma:

P(x)=(—1) q(x)

Nota: El polinomio g(x) es de grado 2, el cual se puede calcular aplicando el
método de Ruffini.
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Propiedades:

1. La suma de coeficientes de un polinomio P(x) es cero (es decir, P(1) = 0)
si y solamente si (x — 1) es un factor de P(x).

2. El término independiente de un polinomio P(x) es cero (es decir, P(0) = 0)
si y solamente si (x) es un factor de P(x).
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Ejercicio. Verifique que (x + 3) es un factor del siguiente polinomio:
P(x) = 2x> + 6x* +5x3 + 15x2 +3x + 9

Solucion:
Notemos que x + 3 = x — (—3), entonces por el Teorema del Factor tenemos

que verificar que P(-3) = 0:
P(-3) = 2(—3)>+6(—3)*+5(—3)3+15(—3)%+3(-3) + 9
P(—3) = —-486+486 — 135+ 135—-9+9
P(-3) =0

Luego (x + 3) es un factor de P(x), es decir P(x) es de la forma:

P(x) =(x+3)-Q(x)

Nota: El polinomio Q(x) es de grado 4, el cual se puede calcular
aplicando el método de Ruffini.
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Propiedad. Sean P(x) € R[x]ya,b € R (a # b) tal que:

1. El residuo de la division P(x) ~ (x + a) esR(x) = r

2. El residuo de la division P(x) ~ (x + b) esR(x) = r

Entonces el residuo de la division P(x) + [(x + a)(x + b)] es también R(x) = r.

En particular se cumple la siguiente propiedad:

Propiedad. Sean P(x) € R[x] y a,b € R (a # b) tal que:

1. P(x) es divisible por (x — a)
2. P(x) es divisible por (x — b)

Entonces P(x) es también divisible por [(x — a)(x — b)].
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Propiedad. Sean P(x), Q(x), H(x) € R[x] y a, b € R tales que:
1. P(x) es divisible por H(x).
2. Q(x) es divisible por H(x).
Entonces:

1. (P(x) + Q(x)) es divisible por H(x).
2. (P(x) — Q(x)) es divisible por H(x).
3.(a-P(x) +b-Q(x)) es divisible por H(x).

4. (P(x) - Q(x)) es divisible por H?*(x).
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Ejercicio. Sea P(x) un polinomio de tercer grado tal que al dividirlo por separado
entre (x — 5) y (x — 4) se obtiene el mismo residuo 4, pero si se divide por
separado entre (x + 1) y (x — 1) se obtiene como residuos 34y 40
respectivamente. Calcule el término independiente del polinomio P(x).

Solucion: Aplicando la Propiedad de Residuos tenemos que:

El residuo de la division P(x) +~ [(x — 5)(x — 4)] es también R(x) = 4

Es decir P(x) = (x —5)(x —4)Q(x) + 4

Donde Q(x) debe ser un polinomio de grado 1, Q(x) = ax + b.
P(x)=(x—-5)((x—-4)(ax+b) + 4

Aplicando el Teorema del Residuo tenemos que:

1.P(-1)=(-1-5(C-1-4)(a-(-1)+b)+4 =34
2.P(1)=1-50-4)(a-(1)+b)+4=40

De donde obtenemosquea=1yb =2.LuegoP(x) = (x —5)(x —4)(x + 2) + 4
De donde el término independiente de P(x) es P(0) = 44.
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Cocientes Notables

Se denominan Cocientes Notables a los cocientes que provienen
de las divisiones exactas de las 3 formas siguientes:

Primera Forma.
n es un entero positivo

xn_yn

X—=Y

Divisidon Exacta

Tercera Forma.
n €s un entero positivo par

xn_yn
X+y

\ J
|

Division Exacta

Segunda Forma.
n es un entero positivo impar

x™ +y
xX+y

\ J
|

Divisidon Exacta

Observacion:

La siguiente divisidon algebraica no es
exacta NO ES UN COCIENTE NOTABLE

x™ 4+ ym
A/ 4

Division no Exacta
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Estudio de la Primera Forma. n es un entero positivo

xn_yn
xX—Yy

\ J
|

Division Exacta

Aplicando el Teorema del Residuo notamos que la division es exacta y por el
Método de Ruffini tenemos que el cociente de la division es:

X" — yn
x—y | Y J

Cociente Notable

Donde el numero de términos del cociente es n y el término de
lugar k (contando de izquierda a derecha) esta dado por:

lTk = x"‘kyk"l : ki=11,20¢ "t
|

Término k-ésimo 0
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Estudio de la Primera Forma. n es un entero positivo

xn_yn
X—=Yy

\ J
|

Division Exacta
Término central (n impar):

TC =Tn_+1
2

Términos centrales (n par):

I _ il G
TC —Tg, TC —T%_I_l

Términos equidistantes

El término equidistante de T,= x™ *y*~1 es el
término de lugar k (contando de derecha a
izquierda): T¢ = T(pp1)—i= X<ty k.

: 2l
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Estudio de la Segunda Forma. n es un entero positivo impar

x™ 4+ y"
X+y

\ J
|

Division Exacta

(n impar)

Aplicando el Teorema del Residuo notamos que la division es exacta y por el
Método de Ruffini tenemos que el cociente de la division es:

x”+y”_
x+y =

xn—l _ xn—zy + xn—3y2 ey xyn—z ki yn—l

J
|

Cociente Notable

Donde el numero de términos del cociente es n y el término de
lugar k (contando de izquierda a derecha) esta dado por:

\Tk = (_1)k_1xn_kyk_1l ) k oy 1)2; p o0
|

Término k-ésimo
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Estudio de la Segunda Forma. n es un entero positivo impar

x™ 4y
X+y

\ J
|

Divisidon Exacta

(n impar)

Término central

Leemsline
2

Términos equidistantes

El término equidistante de T, = (—1)* " 1x"*y*~1 es el
término de lugar k(contando de derecha a izquierda):

Tr= T i \S LA SRS

a 23
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Estudio de la Tercera Forma. n es un entero positivo par

n _ .,n
x -y (n par)
xX+y

Division Exacta

Aplicando el Teorema del Residuo notamos que la division es exacta y por el
Método de Ruffini tenemos que el cociente de la division es:

X — yn
— xn—l . xn—zy + xn—3y2 L L xyn—z o yn—ll

x+y |
[

Cociente Notable

Donde el numero de términos del cociente es n y el término de lugar
k (contando de izquierda a derecha) esta dado por:

Tie = (—1)"‘1x""‘y"‘1} Ay =182, i
Y

Término k-ésimo
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Estudio de la Tercera Forma. n es un entero positivo par

XM — yn
E

Division Exacta

Términos centrales
I __ 1 __
TC—T%, T¢ —Tgﬂ

Términos equidistantes

El término equidistante de T, = (—1)* " 1x"ky*~1 es €l
término de lugar k(contando de derecha a izquierda)

Tg= Tins1y)—k= (—1D)*x*1ynk,

25
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Caso General. Cociente Notables:

a b
xt—yb  (x)e—(yHd
x¢—yd  (x¢)— ()

Genera un cociente notable si y solamente si

a b, c,d €N

=—=ne€EN

a b
c d

Luego considerando a x¢ e y¢ como x e y respectivamente
Podemos aplicar todo lo hecho anteriormente a esta division.
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Ejercicio. Determine el término central del siguiente cociente notable:

2a a

x% —y

x2b — yb

Sabiendo que el tercer término del cociente notable es x36y°.

Solucion: El numero de términos del cociente notable es:

2a_2b_
a b -

Del enunciado tenemos que:
Tk = (be)n—k(yb)k—l
T (be)"‘3(yb)3‘1= x36y6

De donde tenemos que a = 27, b = 3 yn = 9. Luego el término central es:

TC = Tn_-l-l — Tﬂ == TS - (be)n—S(yb)S—l . x24y12.
2 2
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Ejercicio. Determine el lugar que ocupa el término de grado 101 del
siguiente cociente notable:

X180 _ y80

x9_y4—

Solucion: El numero de términos del cociente notable es:

Sea k el lugar que ocupa el término de grado 101:

it = () T 2R

Del enunciado GR(T,) = 176 — 5k = 101 de donde k = 15.
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Ejercicio. Determine el término décimo primero contando desde el
final del cociente notable:

560 __ b880

a’ + b1

a

Solucion: El numero de términos del cociente notable esta dado por:

_560 880 _
O S

Obtengamos el término de lugar k = 11;
6, = (_1)k—1(a7)n—k(b11)k—1
T, = (a7)8%(p11)10
Luego el término décimo primero contando desde el final es el término
equidistante:

TE = —(a’)10(h11)6% = —a70p759
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